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ROZKEADY PRAWDOPODOBIENSTWA O OGRANICZONYM
NOSNIKU - PRZYKEADY ZASTOSOWAN W METROLOGII
I WYBRANE NASTEPSTWA TEORETYCZNE

Podano przyktadowe powody, dla ktérych stosowanie rozkladdw o ograniczonym nos$niku jest
uzasadnione. Zdefiniowano rozpig¢tos¢ nosnika. Omdwiono wplyw ograniczonosci nosnika wielkosci
wejsciowej na rozktad wyjsciowy w odwzorowaniach funkcyjnych i w analizach bayesowskich, a takze
wplyw na kurtozg rozktadu i na szeroko$¢ przedziatu pokrycia w analizie niepewnosci.

Stowa kluczowe: funkcja wiarygodnosci; rozktad a posteriori; sprzeczno$¢ informacji.

APPLICATION OF THE LIMITTED SUPPORT
PROBABILITY DISTRIBUTIONS IN MEASUREMENT SCIENCE -
EXAMPLES AND SOME THEORETICAL CONSEQUENCES

Exemplary reasons are given for applying of the limited support distributions in measurements. The
range of the support is defined. The influence of the support limitation of the input quantity on the
support of the output quantity is discussed both for projections in the form of a function and in
Bayessian analyses. Then, also the influence on kurtosis and on the width of the coverage interval in the
uncertainty analysis is examined.

Keywords: likelihood function; a posteriori distribution; conflicting information items.

1. POWODY I PRZYKLADY OGRANICZANIA NOSNIKA; ROZPIETOSC NOSNIKA

Miara naszego przekonania co do tego, ze menzurandowi przynaleza wartosci z réznych przedzialow
jest zwykle rozktad prawdopodobienstwa. Nosnikiem rozkladu prawdopodobienstwa nazywamy taki,
najmniejszy i domknigty zbior liczb Supp c R, dla ktorych P(x € Supp) =1 (ang. support). Wazna
wlasciwoscia nosnika jest jego rozpigto$¢ mierzona jako réznica skrajnych warto$ci nalezacych do
nos$nika: R = max Supp — min Supp; (ang. range). Wielkos¢ t¢ mozna okresli¢ nie tylko wtedy, gdy
rozktad jest ciggly, ale takze wtedy gdy jest dyskretny lub mieszany.

Nasza wiedza aprioryczna na temat przedzialu warto$ci naleznego menzurandowi pochodzi
bezposrednio, lub — czgéciej — posrednio z pomiaréw wykonanych wczesniej. Pomiary zwigzane
z badaniami podstawowymi, wykonywane w warunkach niewielkiej wiedzy nt. obiektu i czynnikéw
wplywajacych na realizacj¢ badana, stanowia niewielka czg$¢ wszystkich wykonywanych pomiardw.
Wigkszo$¢ stanowig pomiary obiektow naturalnych, o ktérych stosunkowo wiele juz wiadomo, oraz
pomiary obiektow bedacych wytworem inzynierskiej dziatalnosci czlowieka, a wiec - o dobrze znanej
budowie i zasadzie dzialania. W obiektach tego typu granice mozliwych wartosci realizacji badanej sa
nastepstwem znanych wiasciwosci uzytych elementéw, sposobu zasilania systemu, jego pobudzania,
sktadu chemicznego, znanych wielko$ci wptywajacych itd.

Przyktad 1: Z powodu licznych, fizycznych i biochemicznych, sprzezen zwrotnych wystepujacych
w organizmach zywych (zwlaszcza tych wyzej zorganizowanych) parametry tych organizméw (np.
sktad i parametry plynow ustrojowych) zwykle mieszczg si¢ w stosunkowo waskich granicach.
Odchylanie si¢ wartosci parametru od tych granic jest zwykle zwiazane z pojawieniem si¢ jakiej$
patologii. Jesli brak wystgpowania okre$lonej patologii moze by¢ stwierdzony na podstawie objawow
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towarzyszacych, to zawieranie si¢ w znanych granicach wartosci wielu parametrow ptynu jest niemal
pewne.

Przyktad 2: Wtasciwosci ztozonych ukladow elektronicznych, takze analogowych, zaleza od
parametrow tworzacych je elementdéw i uktadow scalonych. Uzyteczno$¢ wyspecjalizowanych uktadoéw
scalonych w danym zastosowaniu zalezy zwykle od kilku kluczowych parametrow. Wartosci tych
parametrow producent podaje w karcie katalogowej uktadu i specjalnie o nie dba w toku produkcji
wykonujac stosowne pomiary miedzyoperacyjne i koncowe. Zwykle istotne jest, by kontrolowany
parametr w lub jego modut spehiat jedng z nastepujacych relacji: wy,;, < W < Wyq, (np. napiecie
referencyjne scalonego wzorca napigcia, rezystancja rezystora precyzyjnego), Wpn, < w (np.
wzmocnienie z otwarta petla wzmacniacza operacyjnego), lub w < wy, (np. modul bledu
nieliniowo$ci scalonego przetwornika a/c, modul wejsciowego napigcia niezrOwnowazenia
wzmacniacza operacyjnego, itd.). Jezeli w wyniku pomiaréw kontrolnych producent stwierdza, ze
ktores z wymaganych ograniczen nie jest spelnione, to takie elementy wadliwe typowo eliminuje si¢
z serii. Niekiedy mozliwe jest jeszcze doregulowanie parametru niespetniajacego deklarowanych
wymagan, czesto -niestety -kosztem wartosci innych parametréw. Ostatecznie wigc uzytkownik
otrzymuje element, w ktorym parametr ma rozklad o nos$niku ograniczonym przynajmniej
jednostronnie. Analiza histogramow dostegpnych w niektorych kartach katalogowych pokazuje, ze
zaréwno eliminacja elementow wadliwych jak i ew. doregulowywanie wartosci parametru powoduja, ze
wynikowy rozktad parametru jest nie tylko wyraznie ucigty, ale czesto takze nienaturalny, tzn.
niepodobny do funkcji gestosci prawdopodobienstwa znanych z teorii. Ucigte rozklady wartosci
parametrow elementéw sktadowych powoduja, ze wiasciwosci catego systemu, w ktorym takie
elementy wykorzystano, tez majg rozklady uciete (przynajmniej jednostronnie), co mozna stwierdzi¢
w drodze analiz lub symulacji metodg Monte Carlo (MC).

Przyktad 3: Poprawne wykonanie wigkszo$ci pomiarow precyzyjnych wymaga przyblizonej cho¢by
znajomosci wartosci mierzonej [1]. Ten wstepny przedziat dla wartosci realizacji mierzonej uzyskuje si¢
zwykle innym narz¢dziem pomiarowym, lub na podstawie wiedzy o obiekcie badanym. Dotyczy to nie
tylko metody réznicowej, ktorej racjonalne zaprojektowanie wymaga wstepnej znajomosci wartosci
menzurandu, ale takze metody zerowej. Np. kompensacyjny pomiar napigcia, zwtaszcza w przypadku
stosowanych dawniej ogniw normalnych, wymagal wstepnej znajomosci sily elektromotorycznej
ogniwa, tak aby komparacja nie doprowadzita do nadmiernego jego obcigzenia.

Przyklad 4: Blad segmentacji to btad zwigzany z pomiarami parametréw usrednionych sygnatow
(prawie-) okresowych spowodowany tym, Ze rzeczywisty czas usredniania nie jest catkowitg krotnoscia
okresu sygnatu badanego. Wtasciwosci probabilistyczne tego bigdu sa znane i maja one rozklad
ograniczony, [2]. No$nik tego rozktadu jest zalezny od zakresu zmiennosci sygnatu.

Jak wiec wida¢ ograniczono$¢ rozkltadu prawdopodobiefistwa wielko$ci mierzonej jest zwykle
nastepstwem wcze$niej wykonanych pomiaréw. Rzadko dzi§ z tej wiedzy korzystamy, zapewne
z powodu trudnosci formalnie $cistego jej uwzgledniania w wynikach koncowych. Celem tej pracy jest
pokazanie, w jaki sposob rozpietos¢ nosnika propaguje sie w roznych rodzajach odwzorowan typowych
w metrologii.

2. PROPAGACJA ROZPIETOSCI NOSNIKA W ODWZOROWANIACH FUNKCYJNYCH

W pomiarach posrednich, a takze w analizach oddzialywania na wynik pomiaru wielkosci
wplywajacych, trzeba rozwazaé zaleznos$ci funkcyjne y = h(xq,x3,..,%y,), W ktorych y oraz
Xq,Xg,..,Xym Oznaczaja realizacje zmiennych losowych. Oczywiscie, jesli wszystkie rozklady
zmiennych losowych bedacych zmiennymi niezaleznymi, majg ograniczone no$niki, a ponadto funkcja
h nie ma osobliwosci w wielowymiarowym prostopadlo$cianie opisanym przez te no$niki, to rozktad
zmiennej losowej wyniku Y tez ma rozktad o nosniku ograniczonym. Niekiedy no$nik zmiennej losowe;j
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Y moze by¢ ograniczony takze wtedy, gdy niektore nosniki zmiennych losowych X;,i = 1,..,m nie sa
ograniczone, ale sama funkcja h przyjmuje warto$ci ograniczone na tych nieograniczonych zbiorach
bedacych nosnikami. Posta¢ szczegdtowa rozktadu zmiennej losowej Y wylicza si¢ na ogot dos¢ zawile
i czesto prosciej jest zrobi¢ badania symulacyjne metoda MC, [3].

Posta¢ funkcji opisujacej rozktad zmiennej losowej Y stosunkowo prosto analizuje si¢ w przypadku,
gdy funkcja h ma posta¢ sumy Y = Y%, X;, a zmienne losowe X; sa niezalezne. Wtedy funkcja gestosci
prawdopodobienstwa zmiennej Y jest splotem funkcji gestosci zmiennych sktadowych. Nietrudno
wowczas wykaza¢, ze gdy sktadniki maja nos$niki ograniczone, to rozpi¢to$s¢ nosnika sumy wynosi:
Ry = ¥i%iRy,, gdzie Ry, oznaczajg rozpigtoSci nosnikow poszczegdlnych zmiennych losowych X;.
Wynik ten oznacza, ze cho¢ rozpigtos¢ nosnika skonczonej sumy zmiennych losowych ro$nie wraz
z liczbg sktadnikow, to jednak no$nik sumy nadal jest ograniczony.

Interesujace jest zbadanie warto$¢ ilorazu Ry /oy, w ktorym oy oznacza odchylenie standardowe

sumy. Dzigki niezaleznosci zmiennych losowych mozna napisa¢ Ry /oy = (ZﬁlRXi)/ Xty 0x,2

Wartos¢ tego ilorazu mozna oszacowaé z dotu zakladajgc, ze wystepujace w mianowniku wariancje
zmiennych losowych X;, majg najwigksze mozliwe wartosci, przy danych rozpigtosciach nosnikow.
Takie graniczne warto$ci wariancji osiagaja zmienne losowe o rozktadzie dwupunktowym, przyjmujace
z rownymi prawdopodobienstwami wylgcznie skrajne warto$ci swoich nosnikow. Wariancje takich
zmiennych losowych majg warto$ci: oy,> = Ry,%/4. Tak wigc, badany iloraz musi mie¢ warto$¢ Ry /oy >

2(X4Rx,)/ |, Ry,> > 2. W ostatnim oszacowaniu skorzystano z nieréwnosci trojkata. Gdy liczba

sumowanych zmiennych losowych roénie nieograniczenie to: lim,, . Ry/0y = © cO oznacza, ze
rozpigto$¢ nosnika sumy, cho¢ dla skonczonych m zawsze jest ograniczona, to jednak rosnie szybciej
niz odchylenie standardowe sumy. Ten ostatni wynik nie jest zaskakujacy, gdyz jest on nastgpstwem
centralnego twierdzenia granicznego. Rozklad sumy zmiennych losowych dazy do rozktadu Gaussa,
ktory ma nos$nik nieograniczony, ale ograniczong sigme, wi¢c ich iloraz dazy do nieskonczonosci.

Podobnie mozna zbadaé rozpigtos¢ nosnika wartosci $redniej m niezaleznych zmiennych losowych
o ograniczonych nosnikach. Warto w tym celu zauwazy¢, ze jesli Y = a - X + b, gdzie a,b € R, to
Ry = a-Ry. Dzicki temu staje si¢ oczywiste, ze dla $redniej Y = (1/m)X72;X; mamy
Ry = (1/m) ¥iL; Rx,. Podobnie jak dla sumy: lim,, .., Ry/gy = oo, sygnalizujgc ze graniczny rozklad
$redniej jest normalny i ma nieograniczony nosnik.

3. MODEL BAYESOWSKI OGRANICZANIA NOSNIKA

Przyjmijmy, ze celem analiz jest rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X. Moze to by¢ np.
rozktad opisujacy prawdopodobne wartoSci wybranego parametru sygnatu. Nasza wiedzg o wartosci tej
zmiennej losowej opisuje funkcja gestosci prawdopodobienstwa (ang. probability density function, pdf).
Dostgpna wiedza aprioryczna WA pozwala okresli¢ prawdopodobienistwa z jakim zmienna losowa X
moze przyjmowac wartosci z poszczegélnych przedziatdow osi liczbowej. Opisuje je warunkowa pdf
fa(x|WA). Znak | oznacza ,zaktadajac, ze ...”. Zdobycie informacji dodatkowych I moze umozliwié
modyfikacje rozktadu a priori fo (x|WA) do rozktadu a posteriori f,(x|WA A T). Potrzebna jest do tego
funkcja gesto$ci warunkowej f;(I|WA A x) (funkcja wiarygodnoS$ci, ang. likelihood), ktora wyraza
zwigzek warto$ci zmiennej losowej X z uzyskanymi informacjami na temat rozkladu. Twierdzenie
Bayes’a mozna zapisa¢ w postaci:

fo(XIWANT) o fo(x|WA) - fi{IWAAX), (1)
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gdzie znak & oznacza proporcjonalno$¢. Aby modc zastapi¢ proporcjonalno$¢ znakiem réwnosci, catka
z prawej strony (1) powinna by¢ réwna jednosci. Taka normalizacja moze by¢ uzyskana przez
podzielenie prawej strony (1) przez wspotczynnik rowny: C = f]R fa(x|WA) - fi(UIWA A x) dx.

Jezeli informacja I zdobyta o badanym rozkladzie orzeka jedynie to, ze: X < X < X, tzn. ze rozklad
zmiennej losowej X ma ograniczony nosnik, to funkcja gestosci tej zmiennej losowej ma co najmniej
dwa parametry: Xi».0raz X,,q, 0 wartosciach, ktore znamy i réownych odpowiednio X i X. Wprawdzie
informacja I nie orzeka niczego o zachowaniu si¢ f;(I|WA A x) pomi¢dzy podanymi warto$ciami, ale
wiemy na pewno, ze dla x & (K ; Y) bedzie: fi(I|WA A x) = 0. To za$ oznacza, ze catka w powyzszym
wzorze do obliczania wspolczynnika C jest zbiezna, a funkcja gestoSci a posteriori fp(x|WA N <
X< Y) = 0 na zewnatrz odcinka (K ; Y).

W literaturze dotyczacej analiz bayesowskich zwykle sugeruje sie, by zerowym
prawdopodobienstwem, lub jego zerowa gestoscia, opisywaé wylacznie takie zdarzenia, ktérych
pojawienie sie jest logicznie wykluczone przy wiedzy, ktorg dysponujemy [4]. Z tego powodu funkcje
gesto$ci wykorzystywane w tych analizach wprawdzie szybko opadaja poza warto$ciami, ktoére zmienna
losowa przyjmuje najbardziej prawdopodobnie, ale tez nie wykluczaja zupelie mozliwosci ich
przyjecia. Jezeli wtedy zbiory, na ktorych obie funkcje po prawej stronie (1) przyjmuja wartos$ci
zZnaczaco niezerowe, sa rozlaczne (co oznacza, ze informacje dostgpne a priori i te pochodzace
z pomiarow i analiz sg prawdopodobnie sprzeczne), to dla wszystkich wartosci x ich iloczyn przyjmuje
warto$ci niezerowe, cho¢ bardzo mate. Jezeli normowanie takiego iloczynu odbywa si¢ bez zwracania
uwagi na warto$¢ wspotczynnika C, ktora jest bardzo duza w takich przypadkach, to nie mamy innych
objawéw prawdopodobnej sprzecznos$ci. Postugiwanie si¢ jawnie ucigtymi funkcjami gestosci nie ma
tej wady, bo rozlacznos¢ nosnikow funkcji gestosci a priori f, i wiarygodnosci f; prowadzi do
zerowych wartosci pdf a posteriori na calej osi liczbowej, sugerujac powtdrne zweryfikowanie
wszystkich dostgpnych informacji.

4. WPLYW OGRANICZANIA NOSNIKA NA KURTOZE I PRZEDZIAL POKRYCIA

Kurtoza: Jak wiadomo, kurtoza czyli unormowany czwarty moment centralny: u,/o?, jest miarg
,Hthustosci” ogonow funkcji gestosci. Jezeli dla niezmiennej postaci funkcji gestosci, kolejne zdobyte
informacje I;, i = 1,2,.. beda upowaznia¢ do ucinania zewngetrznych czesci nosnika, tzn. nowy nosnik
Supp; 1 nie tylko jest podzbiorem starego Supp;, ale takze: max Supp;,; < max Supp; oraz min Supp;,; >
min Supp; (czyli R;y1 <R;), a takze dodatkowo znormalizuje si¢ uzyskany rozklad, to taki zabieg
zawsze spowoduje zmniejszenie wartosci zardwno pi4 jak i wariancji 0. Poniewaz jednak p, silniej niz
0? zalezy od mas prawdopodobienstwa zlokalizowanych daleko od $redniej, wiec kurtoza zawsze
bedzie male¢ w miare opisanego zewnetrznego ograniczania nosnika rozktadu. Gdy ponadto granice
rozktadu ucietego beda sie do siebie zbliza¢: min Supp — max Supp, powodujac ze pdf w pozostawionej
czeSci nosnika wykazuje coraz mniejszg zmiennos$¢, to p,/o* —>§, czyli kurtoza dazy do warto$ci
charakterystycznej dla rozktadu rownomiernego.

Przedzial pokrycia: Rozwazamy wpltyw ciggu kolejnych ograniczen zewnetrznych nosnika
jednomodalnej pdf na potozenie symetrycznego (wg prawdopodobienstwa) przedziatu niepewnosci
(x;; xy), dla zadanego prawdopodobienstwa pokrycia p.,, (ang. coverage probability). Nietrudno
sprawdzi¢, ze dla ustalonego p.,,, im bardziej uda si¢ ograniczy¢ od zewnatrz nos$nik, co wymaga
unormowania pozostatej czesci pdf, tym krance przedzialu niepewnosci staja si¢ blizsze (od wewnatrz)
znanym granicom nos$nika. W przypadku, gdy przebieg ucinanej funkcji gestosci nie jest znany,
woOwczas znane granice nos$nika moga stanowi¢ dobre oszacowania zewngtrzne granic przedzialu
niepewno$ci: minSupp < x; oraz x, < maxSupp. W przypadku, gdy funkcja gesto$ci zmienia si¢
tagodnie w poblizu mody, za$ ucigcie nosnika jest juz tak znaczace, ze pozostatg jeszcze czes¢ pdf
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mozna uzna¢ za prawie stala na odcinku (minSupp; max Supp), wowczas szeroko$¢ przedzialu
niepewnosci wynosi: x, — x; = R - Poy-

5. PODSUMOWANIE

Skutecznos¢ analiz bayesowskich dotyczy zwlaszcza ich wersji parametrycznej, kiedy postac
funkcyjna funkcji gestosci f; jest znana (przynajmniej co do klasy rozktadow) a celem jest oszacowanie
warto$ci parametréw rozktadu na podstawie probek zmiennej losowej. W pomiarach posta¢ funkcyjna
pdf nie zawsze jest znana, a nadto nie zawsze mamy dostgp do wystarczajaco wielu niezaleznych
probek, aby mozna bylo korzysta¢ z centralnego twierdzenia granicznego. Dlatego wiedzg dotyczaca
granic nosnika nalezy skrupulatnie wykorzystywaé zwlaszcza wtedy, gdy rozpigto§¢ nosnika jest
mniejsza od kilku odchylen standardowych.
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