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PROPAGACJA NIEPEWNOSCI PRZY WYZNACZANIU
OBSZARU ROZSZERZENIA TROJWYMIAROWEGO
MENZURANDU WEKTOROWEGO

Propagacja niepewnosci to podstawowa metoda obliczania obszaru rozszerzenia dla menzurandu
wektorowego, opisywanego wielowymiarowym modelem pomiaru, zalecana przez mi¢dzynarodowy
dokument JCGM 102 (Supplement 2 to the Guide). Obszar ten wyznaczany jest przy uzyciu rachunku
macierzowego. W referacie przedstawiono obliczenia dla trojwymiarowego modelu pomiaru, bedace
rozwini¢ciem podejscia zalecanego w powyzszym dokumencie.

Stowa kluczowe: propagacja niepewnosci, obszar pokrycia, menzurand wektorowy.

UNCERTAINTY PROPAGATION IN DETERMINING OF COVARAGE REGION
FOR THREE-DIMENSIONAL VECTOR MEASURAND

The calculation of the coverage region associated with the three-dimensional vector measurand is
based on the uncertainty propagation by the measurement covariance matrix. The method is
recommended for explicit multivariate measurement models by the international document JCGM
102 associated with evaluation of measurement data. The measure of uncertainty associated with the
vector measurand is a hyper-ellipsoidal coverage region. The coverage region is an extended case
with the reference to the approach for calculating the coverage interval, when the scalar output
quantity is represented by a univariate measurement function. The coverage region represents the
uncertainty of vector output quantity defined by multivariate measurement function.

Keywords: uncertainty propagation, coverage region, vector measurand.

1. WSTEP

Dokument [1], opracowany przez Wspdlny Komitet ds. Przewodnikow w Metrologii, zaleca
obliczenia niepewnosci pomiaru dla modeli wielowymiarowych metoda propagacji przy
wykorzystaniu rachunku macierzowego. Najprostszy przypadek takich obliczen dla modelu
dwuwymiarowego zostal przedstawiony w [2]. Ponizej omdwiono postgpowanie w sytuacji
zastosowania modelu trojwymiarowego.

2. PROPAGACJA NIEPEWNOSCI

Propagacja niepewnosci jest uogdlnieniem prawa propagacji niepewnos$ci stosowanego
w dziedzinie jednowymiarowych modeli pomiaru. Opiera si¢ na rachunku macierzowym. Dla jawnych
wielowymiarowych modeli pomiaru polega na okresleniu relacji pomigdzy wektorowa wielkoscia
wyjsciowa ¥ = (Y,,...,Y,)", a wektorowa wieloécig wejsciowa X = (Xi,....Xy)" w postaci ¥ = f (X),
gdzie f= (fi,....f;,)" jest wielowymiarowa funkcja pomiaru. Z estymata x = (xy,...,xy)" wektorowej
wielkos$ci wejsciowej zwigzana jest macierz kowariancji, o wymiarze NxN, par skladowych tej
estymaty:



2 Jacek PUCHALSKI, Pawelt FOTOWICZ

U, = = )

u(xl.,xl) u(’@ﬂw)} |:u2(.x1) u(x1_'xN)

u(ey,x) - ulxy, Xy) uey,x) o u(ey)
gdyz u(x;, x;) = u’(x;) jest wariancja zwigzang ze sktadowa x;, a u(x;, x;) jest kowariancja zwigzang ze
sktadowymi x;, 1 x;. Gdy wielko$ci sg nieskorelowane to u(x;, x;) = 0.

Dla estymaty x wielkosci X estymata wielko$ci ¥ dana jest zaleznoscig y = f (x), a macierz
kowariancji o wymiarze mxm, zwigzana z estymatg y, obliczana jest na podstawie macierzowego
réwnania propagacji niepewnosci [1]:

XXX

U,=CUC, )

gdzie C, to macierz wspolczynnikow wrazliwosci.

3. OBSZAR ROZSZERZENIA DLA WEKTOROWEJ WIELKOSCI WYJSCIOWEJ

Gestos¢  prawdopodobienstwa rozkltadu normalnego dla wielowymiarowych wielko$ci
wyjsciowych o m skladowych jest okreSlona dla wspotrzednej wielkosci wyjSciowe]

T.
n= (1,1, -.1,) jako:
g(m) =

j—)-exp(—é(n—y)T-U;l-(n—y)) 3)

m
(2m)z- [det(U,

Obszar rozszerzenia jest zdefiniowany przez wngtrze i obszar graniczny okreslony dla stalej
warto$ci gestosci prawdopodobienstwa tj.

g(m) = const = H 4

gdzie H - gestos¢ prawdopodobienstwa na granicy obszaru rozszerzenia, co oznacza statg wartos¢
wielkos$ci w wykladniku potegi liczby Eulera e. Warunek ten oznacza, ze odleglo$¢ znana z literatury
jako odleglos¢ Mahalonobisa, przyjmuje wartosc¢ stalg tj.

J(n—y)T-u;l-(n—y) =, (5)

ik=-2In ((211)?- ldet(u,) H).

W ogdlnosci przyjmuje sie, ze obszar rozszerzenia jest okreslony w postaci hiperelipsy (elipsy
wielowymiarowej) o liczbie wymiarow m, ktora opisana jest zaleznoscia [1]:

(n-y)'U, (n-y)=k,, (6)

gdzie k, jest wspolczynnikiem rozszerzenia.

Mozna pokazaé, ze powyzsza forma kwadratowa w przypadku trojwymiarowym daje si¢
przedstawi¢ w postaci elipsoidy, ktora jest opisana we wspotrzednych kartezjanskich, wyznaczonych
przez osie gtowne, poprzez rownanie:

PE | PE, | Pis _
wtEta =l ™

gdzie a, b, ¢ s3 odpowiednio poétosiami elipsoidy.
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Wspolczynnik k, w ogoélnosci jest odlegloscia Mahalanobisa, w przypadku jedno wymiarowym jest
wspotczynnikiem rozszerzenia, a dla przypadku wielowymiarowego wspoélczynnikiem skalowania
obszaru rozszerzenia w celu uzyskania odpowiedniego prawdopodobienstwa, obszaru ufnosci.

Dla uktadu trojwymiarowego (kiedy obszar rozszerzenia stanowi elipsoida o potosiach,
okreslonych w nastepnej sekcji) prawdopodobienstwo dla obszaru rozszerzenia w postaci elipsoidy
jest okreslone jako:

2
kp
2

P(kp) — erf<\/§2'kp) _ 2~k\1/,:_7; (8)

gdzie erf () funkcja btedu Gaussa. Dla £,=2,8 P (2,8 )= 0,95.

4. OBSZAR ROZSZERZENIA DLA TROJWYMIAROWEGO MENZURANDU
WEKTOROWEGO

Dla tréjwymiarowego menzurandu wektorowego macierz kowariancji wielkosci wyjsciowych ma
postac:

u(yr, ) u(n.y,) uly,ys) W) pruln)ubn) g-uln)u(s)
U, =|u(y. ) u(ysny,) ulysoys)|=| peulyy)uly) — w?(v)  reuly,)u(ys)|, ©)
w(ys, ) u(vsnn) wbs3)] [ q-ulyy)-u(y) roulys)-u(y,) u*(ys)

dzie: -1<p< 1, -1<¢< 1, -1<r< 1 to wspoélczynniki korelacji. Wyznacznik macierzy wynosi:
g p q Y
detLy—W‘”z(h)‘”z(yz)'”z()@)’ (10)

gdzie parametr w=1-p’—¢*—*+2-p-q-r spelnia zaleznos¢ -4<w<1. Macierz odwrotna ma posta¢:

1-r? q:r-p pr—q
wea(y) o weuly)-u(yy)  weu(y)-ulys)
2
vl | __4r-p l-¢q pq-r ’ 1
DT )l () ) ul) .
pr—q pq-r 1-p*
Lweulyy)-ulys) weuly,)ulys)  wou?(ys)

Réwnanie (6) po diagonalizacji odwrotnej macierzy do macierzy kowariancji w ogolnosci prowadzi
do rownania elipsoidy obrotowej, gdzie poélosie a, b 1 ¢ sg okreslone jako a2=kp2//11, b2=kp2//12
i cz=kp2/ﬂ,3, a dodatnio okre$lone wartos$ci wlasne spetniajg rownanie charakterystyczne dla A:

detlts - 2-1]

0, (12)

gdzie I to macierz jednostkowa. Wprowadzajac oznaczenia s=u’(y1)-u’(ys), t=u’(y2)u’(y3),
s=1'() 1w’ (y3) oraz e=tr(Uy )=[(1-p*)-s+(1-7)-t+(1=¢*) v)/(w-(s-t-v)"?) i K=(s-t+s-v+t-v)/(w-s-t-v),
a takze L=1/(w-(s-¢-v)"*) mozemy rownanie na warto$ci wlasne zapisa¢ w postaci:

2B—22-e4+1-K-L=0 (13)
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Sprowadzajac powyzsze rownanie trzeciego stopnia do postaci kanonicznej stosujemy podstawienie:

£
A=v+— 14
v (14)

i otrzymujemy rownanie w postaci:
V-Pv+0=0, (15)

gdzie P=K—¢’/3 i Q=& K/3-L-2-£/27. Rownanie powyzsze posiada rozwigzanie w postaci trzech
réznych pierwiastkow rzeczywistych, jesli A<0O (koniecznie P<0), gdzie:

3 3
A=%+%, (16)

ktore okreslone sg rOwnaniami:

Vi :2"icosw,cosq): 2 R a7
3 3 P’
" 27

gdzie: k=0,1,2 1 0 <p<m. W rezultacie warto$ci wlasne sg wyznaczane nastgpujaco:

(18)

Szczegodlny przypadek mamy gdy 4=0. Wowcezas elipsoida przybiera ksztalt cygara - elipsoidy
obrotowej z charakterystycznymi dwoma jednakowymi osiami (ma to miejsce gdy u(y,)= u(y,)= u(y;)

ipl=lq|=Irl):
A=t Tl i =A==t (19)

Obszar rozszerzenia dla wielkos$ci trojwymiarowej ma ksztalt elipsoidy dla w>0,
p2+q2+r2S1+2-p-q+r (20)

gdyz rownanie (13) posiada trzy rézne dodatnie pierwiastki rzeczywiste, odpowiadajace potosiom
elipsoidy, ktorych dtugosci okreslono ponize;j:

2 2, € 3
a” =ki/(—+2|=>——- 21
(3 3 (2D

(22)
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(23)

gdzie:

24

Px

o
.....
---------
.....

---:-_-: LA s T P

(0,0,0)

Rys. 1. Obszar rozszerzenia w postaci elipsoidy z punktami charakterystycznymi rzutem eliptycznym na ptaszczyzng XOY

Rzuty prostokatne elipsoidy na $ciany boczne opisanego na elipsoidzie prostopadioscianu tworza
elipsy wyznaczone przez punkty stycznosci ze $cianami prostopadtymi do $ciany bocznej. Kontur
elipsy jest jednoczes$nie obwiednia wyznaczong przez wszystkie rzutowane na t¢ Scian¢ przekroje
poprzeczne elipsoidy rownolegte do ptaszczyzny $ciany, na ktorg wykonano rzut. Kat nachylenia osi
elipsy a dla wybranej ptaszczyzny rzutu np. XOY, do osi OX okresla si¢ tak samo jak przypadku
dwuwymiarowego, tj. dwu skorelowanych zmiennych z niepewnos$ciami odpowiednio u(y,), u(y,) i
wspotczynnikiem korelacji odpowiednio p:

2p u(y)u(yz) (25)

1
a =-arct
2T -y

5. PRZYKLAD OBLICZENIOWY
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Zaktadamy nastepujace zaleznosci wielkosci wyjsciowych vy, y,, y3 jako funkcje wielkosci
wejsciowych xi, X2, X3, X4:

Vo =X, +2 X +X3+ 2%, (26)

{ylzz-(x1+x2+x3)
Y3=2"x3

Zatem macierze: wspotczynnikow wrazliwosci C, [3x4], przyjetych wartosci nieskorelowanych
niepewnosci wejsciowych oraz kowariancji dla zmiennych wyjsciowych sg nastgpujace:

12 0 0

2 22 0 o 22 0 8 36 26 16
Cx=[1 2 1 2], Us=|o 0 22 o ,U=Cx-Ux-C§=[26 25 8] (27)
0 02 0 16 8 16
0 0 0 12

Standardowe niepewnosci wielkosci wyjsciowych okreslone na diagonal wynosza U jako: u(y,)=6,
u(y2)=5 and u(y;)=4, a wspotczynniki korelacji dla macierzy U: p=13/15, g=2/3 and r=2/5.

Wyznaczajac parametr w = 1— (13/15)* — (2/3)* — (2/5)* + 2-:(13/15)-(2/3)-(2/5) = 1-201/15% =
24/225 = 8/75 > 0 macierz odwrotng do macierzy kowariancji zapisujemy w postaci:

7 o_3 L

32 16 8

vi=|-2 = (28)
2

5

16 24 12
1
1

Dla w > 0 mamy trzy dodatnie pierwiastki stanowigce wartosci wlasne, ktore wynosza
M=0,468986025, 1,=0,01574096 and A;=0,088189686. Zas poétosie glowne dla 95% obszaru
rozszerzenia, tj. k, = 2,80: a = 4,089, b = 22,317 i ¢ = 9,429 oraz katy nachylenia osi rzutow
eliptycznych dla poszczegdlnych ptaszczyzn wynosza :a1=35,3°, 0,=29,0° i a;=30,3°.

Wyznaczono rowniez wektory wlasne wyznaczajace kierunki osi gtéwnych: 7T} = [0,66917234;
—0,6148118; —0,4173905], T, = [0,742645508; 0,57309513; 0,346467346]], i T; = [0,026192239;
—0,541819535; 0,840086637].

Skorzystano z formut na znormalizowane wektory wlasne T; dla wartosci wlasnych 4; dla i=1,2,3
ktore spelniaja rownanie na wektory wiasne:

U}_,1 Ti = Al’ Ti (29)
A—2 D E [Ty 0

t. D B- F Ty = [0] (30)
E F C— A |Ty3; 0

opisane formula:

T, = 1 DF+E-(Ai—B)
D-E+F-(A;—A)

E-F+D-(A;—C)

[D-E+F-1(Ai—A)]
2 [ &)
)

D-F+E-(A;—B) E-F+D-(A;—C)

D-E+F-(1;—A) 2 D-E+F-(1;—A)
J(BER ey
gdzie oznaczono: A = Uyjy;B= Uysy; C = Uyss; D = Uy E = Uy lsi F = Uygs.

6. PODSUMOWANIE
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Wspdlczesne podejscie w dziedzinie opracowania danych pomiarowych preferuje probabilistyczny
sposob ich opracowania, w oparciu o rachunek zmiennych losowych [1]. Obliczenia mozna
wykonywaé przy wykorzystaniu metody propagacji niepewno$ci w oparciu o rachunek macierzowy.
Preferowanym wowczas sposobem wyrazania niepewnos$ci jest obszar rozszerzenia w postaci
hiperelipsy m-wymiarowej. W przypadku dwuwymiarowych modeli pomiaru bedzie to postaé elipsy,
a w przypadku trojwymiarowego modelu to postac elipsoidy. Jesli zmienne losowe sa nieskorelowane
i majg rozktad normalny to elipsoida ma osie gtowne zgodne z kierunkami wyznaczonymi przez
zmienne wyjsciowe. Bedzie to kula po odpowiednim przeskalowaniu.
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