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WYRAZANIE NIEPEWNOSCI ZA POMOCA PRZEDZIALOW

Z perspektywy dwoch réznych interpretacji prawdopodobienstwa - klasycznej (czgstosciowej)
i subiektywnej (bayesowskiej) oraz propozycji nowego przewodnika ustalajacego zasady obliczania
i wyrazania niepewnosci pomiaru (GUM), pordéwnano sposoby komunikowania niepewnosci
za pomocg przedziatéw: ufnosci, bayesowskiego, objecia, rozszerzenia.

Stowa kluczowe: niepewnos$¢ pomiaru, przedziat objecia, przedziat bayesowski,
EXPRESSION OF UNCERTAINTY IN MEASUREMENT USING INTERVALS

From the perspective of two different interpretations of probability - objective (frequentist)
and subjective (Bayesian) as well as the proposition of the revised Guide to the Expression
of Uncertainty in Measurement (GUM), ways of announce of uncertainty using: confidence interval,
Bayesian interval, coverage interval and expanded interval are compared.

Keywords: uncertainty of measurement, coverage interval, Bayesian interval,

1. WPROWADZENIE

Wynik pomiaru mozna podawa¢ w formie estymaty menzurandu i jej niepewnosci standardowe;j
lub w formie przedzialu, ktéry zawiera wartos¢ menzurandu z okre$lonym prawdopodobienstwem.
Druga forma jest przydatna przy podejmowaniu decyzji, na przyktad w trakcie badania zgodnosci.

W referacie porownano sposoby komunikowania niepewno$ci pomiaru za pomoca przedzialow,
z perspektywy dwodch réznych interpretacji prawdopodobienstwa - klasycznej (tzw. czesto$ciowe))
i subiektywnej (prawdopodobienstwo jako miara przekonania). Celem referatu jest wyjasnienie
zréznicowania i relacji miedzy czterema wybranymi przedziatami: ufnos$ci, bayesowskim, objecia
i rozszerzenia. Przedstawiona analiza pomaga glebiej zrozumie¢ koncepcje propozycji nowego
przewodnika GUM [1], w ktorym preferowana jest subiektywna (bayesowska) interpretacja
prawdopodobienstwa.

2. DWA SPOSOBY WYRAZANIA NIEPEWNOSCI

Kluczem do zrozumienia réznic w sposobach komunikowania niepewnosci jest rozréznienie dwoch
sposobow interpretowania prawdopodobienstwa — klasycznego i bayesowskiego.

W klasycznej interpretacji, prawdopodobienstwo jest czgstoscia wystepowania zdarzenia w serii
identycznych prob. Definicja ta nie ma zastosowania do zdarzen niepowtarzalnych.

Bayesowskie rozumienie prawdopodobienstwa, to miara racjonalnego zaufania w prawdziwos¢
danej tezy, uwarunkowana posiadang informacja. Takie ujecie ma zastosowanie zaréwno do zdarzen
powtarzalnych jak i niepowtarzalnych. Przypadkowo$¢ rozumiana jest jako wyraz niepelnej informacji
jaka posiadamy o tezie.

Rézne pojmowanie prawdopodobienstwa prowadzi do dwoch sposobow wyrazania niepewnosci.
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2.1. Wyrazanie niepewnosci w czesto$ciowej koncepcji prawdopodobienstwa — przedzial ufnosci

W ujeciu czestosciowym, wielkosci estymowane za pomocg danych pomiarowych sg statymi
parametrami statystycznymi o nieznanej wartosci. Pojecie przedzialu ufnosci (confidence interval)
dotyczy prawdopodobienstwa wzajemnego potozenia uzyskanego oszacowania nieznanego parametru
i jego prawdziwej wartoSci. Przedzial ufnosci jest realizacja losowego przedziatu, ktory przy
powtarzaniu prob z tej samej populacji obejmie warto$¢ wielko$ci estymowanej w 100 (1 — @) %
wszystkich prob. Przedzial buduje si¢ wokot wartosci $redniej, otrzymanej z proby. Poziom ufnosci
jest zwyczajowo zapisywany jako (1 — @), gdzie a jest malg nieujemng liczbg i jest podawany
w procentach 100 (1 — @) %. Przedzial ufnosci obliczony z kolejnych prob bedzie na ogdt rdzny.
Ponadto niektére z wyznaczonych przedziatow begda zawieraty prawdziwa warto§¢ parametru, a inne
nie beda jej zawieraty. Jezeli wynikiem analizy jest 100 przedzialow ufnosci wyznaczonych
z kolejnych prob dla poziomu ufnosci 95 %, to $rednio 95 na 100 przedziatow bedzie zawierato
warto$¢ parametru populacji. Nie ma tu mowy o prawdopodobienstwie, Ze nieznana warto$¢
parametru bedzie zawarta w jakim$ stalym przedziale, poniewaz nieznany parametr nie jest zmienng
losowa. Gdy liczno$¢ proby n wzrasta, to przedzial ufnosci zaweza si¢. Dla n — oo szerokos¢
przedziatu ufnosci zdaza do 0.

2.2. Wyrazanie niepewnosci w ujeciu subiektywnym — przedzial bayesowski

W przeciwienstwie do podejécia czestoSciowego, w ujeciu subiektywnym, estymowany parametr
jest zmienng losowa, a wyniki pomiarow s3 wartosciami ustalonymi. Przedzial bayesowski
(Bayesian interval lub credible interval), konstruowany z rozkladu a posteriori, zawiera warto$¢
parametru 8, z prawdopodobienstwem uwarunkowanym dostgpnymi danymi pomiarowymi y. Jest to
prawdopodobienstwo subiektywne, poniewaz zalezy od wykorzystanej wiedzy o menzurandzie
zakodowanej w postaci funkcji gestosci prawdopodobienstwa a priori.

Rozktad a posteriori, reprezentujacy wiedz¢ o menzurandzie po wykonaniu serii pomiarow,
wyznaczamy za pomocg twierdzenia Bayesa (Rys. 1). Wyniki pomiaré6w podstawiamy sukcesywnie
do funkcji likelihood, ktéra ma posta¢ jednakowa dla kazdego wyniku (Rys. 1a). Funkcja likelihood
nie zmienia ksztattu, jest jedynie przesuwana w dziedzinie wielkosci mierzonej [2]. Ksztatt rozktadu
a posteriori zalezy od uzytego rozkladu a priori. Gdy nie posiadamy wiedzy o menzurandzie, jako
rozktad a priori stosujemy iloczyn rozktadu rownomiernego (dla nieznanej wartosci oczekiwanej)
i rozktadu o postaci o~ (dla nieznanej wartosci odchylenia standardowego), tzw. rozklad nie-
informacyjny (Rys. 1b), otrzymujac rozktad a posteriori przedstawiony na Rys. 1d. Wykorzystujac
wiedze teoretyczng i dodatkowa informacje spoza aktualnego pomiaru, mozemy skonstruowac
informacyjny rozktad a priori (Rys. 1c), ktéry doprowadza rozktad a posteriori do bardziej wysmuktej
postaci, przedstawionej na Rys. le. Uniezaleznienie rozkladow a posteriori od o, za pomoca
marginalizacji, prowadzi do krzywych przedstawionych na Rys. 1f.

Przedziatl bayesowski C = (a,b) wyznaczamy numerycznie ze zmarginalizowanego rozkladu
a posteriori. Znajdujemy a i b takie, ze
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Rys. 1. Przyktad rozktadow a posteriori uzyskanych na bazie danych pomiarowych, a) kontury funkcji likelihood
dla 5 wynikéw pomiaréw, b) nieinformacyjny rozktad a priori, ¢) informacyjny rozktad a priori,
d, e) odpowiednie rozktady a posteriori, f) zmarginalizowane rozktady a posteriori: nizszy
dla nieinformacyjnego rozktadu a priori, wyzszy dla informacyjnego



4 Wojciech TOCZEK

3. KOMUNIKOWANIE NIEPEWNOSCI WEDELUG PROPOZYCJI NOWEGO GUM

W metrologii, zamiast przedziatu ufnosci od dawna stosowane jest pojecie coverage interval, co
mozna tlumaczy¢ jako przedzial objecia. Nieadekwatno$¢ terminu przedziat ufnosci wynika stad, ze
procedura obliczania standardowej niepewnos$ci pomiaru jest bardziej rozbudowana od statystycznej
procedury wyznaczania przedziatu ufnosci. Skrocony przepis obliczania standardowej niepewnosci
pomiarowej w pomiarach posrednich, obejmuje nastepujace kroki:

1. Wyrazenie zwigzku migdzy wielkosciag mierzong Y i wielko$ciami X;, od ktoérych Y zalezy,
w postaci funkcji Y = f (X1, Xy, ..., Xp).

2. Wyznaczenie estymat x; i ich niepewno$ci standardowych u(x;) tych wartosci wielkosci
wejsciowych, dla ktorych mozna zastosowaé metodg typu A.

3. Wyznaczenie estymat x; i ich niepewnosci standardowych u(x;) pozostatych wartosci wielko$ci
wejsciowych metoda typu B.

4. Obliczenie wyniku pomiaru, to jest estymaty y wielko$ci mierzonej Y z zalezno$ci funkcyjnej f, dla
warto$ci wielko$ci wejSciowych X; rownych estymatom x; .

5. Okreslenie niepewnos$ci standardowej u(y) wyniku pomiaru y na podstawie niepewnosci
standardowych zwigzanych z estymatami wartosci wielkosci wejsciowych.

Dla danej serii pomiarowej i prawdopodobienstwa p, konce przedziatu ufnosci i przedzialu objecia
beda rézne. Uzasadnia to stosowanie dwoch roznych nazw dla omawianych przedziatow.

W propozycji nowego przewodnika GUM [1] zadeklarowano przyjecie bayesowskiej interpretacji
prawdopodobienstwa, pozostajac jednak przy dotychczasowym nazewnictwie przedziatu
komunikujacego niepewno$¢. W [1] znajdujemy definicje przedziatu objecia ,,Przedziat, ktory
z okreslonym prawdopodobienstwem, bazujacym na dostgpnej informacji, zawiera wartos$¢
menzurandu”. Prawdopodobienstwo p, ze wartos¢ menzurandu znajduje si¢ w przedziale objecia jest
nazywane prawdopodobienstwem objecia (coverage probability).

Wedtug [1] sposob konstruowania przedziatu objecia zalezy od posiadanej wiedzy o menzurandzie.
Proponowane postgpowanie obejmuje takze stan braku wiedzy. W przypadku, gdy rozktad
prawdopodobienstwa menzurandu nie jest znany, zalecane jest wyznaczanie ,,distribution-free
coverage intervals” z uzyciem nieréwnosci Czebyszewa

P{ly = Y] < kyu(»)} =1 - k—lg 3)

gdzie: y jest najlepsza estymatg menzurandu Y.

Dla zatozonego prawdopodobienstwa objgcia p, prawa strona nieréwnosci (3) pozwala obliczy¢
1

wspotczynnik objecia kj, = 1/(1 —p)z. Na tej podstawie konstruuje si¢ przedziat y + U,, gdzie

Up = kpu(y). Dlap = 0,95 przedzial objecia wynosi

y +447u(y). 4)
Zdefiniowany powyzej przedzial objgcia ma t¢ zaletg, Ze nie wymaga zalozen odnosnie rozkladu

prawdopodobienstwa  menzurandu. Gdy  wiadomo, ze rozklad jest jednomodalny
i symetryczny, to przedziat objecia (4) mozna zawezi¢ korzystajac z nierownosci Gaussa

P{ly — Y1 < ku(y)} = 1—%%. (5)
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1
Z nierbwnosci (5) dostajemy wspotczynnik objecia ky, = 2/ [3(1 - p)i]. Stad, dla p = 0,95 przedziat

objecia wynosi
y £ 2,98u(y). (6)

W przypadku, gdy dysponujemy funkcja gestosci prawdopodobienstwa menzurandu, przedziat
objecia mozna wyznaczy¢ numerycznie, tak aby spetniat wzoér (1). Dla kilku typdéw rozkladow
dostepne s w literaturze relacje pomiedzy p i k,,. Na przyktad dla rozktadu Gaussa

1k, X
p=\/7_nf_,’(’pe 2 dx . (7)

Dla wspofczynnika k, = 1,96 otrzymujemy z (7) prawdopodobienstwo objecia p = 95 %.

Dla asymetrycznych rozktadow prawdopodobienstwa przedzial objecia moze by¢ podawany
w formie (y,, vp), gdzie y, 1 y, Wyznaczaja przedziat na osi odcigtych, taki, ze pole powierzchni pod
krzywa rozktadu, rozpieta nad przedzialem, wynosi p. Dla danego prawdopodobienstwa p, jest
nieskonczenie wiele takich przedziatdow. Wybor zalezy od rodzaju zastosowania wyniku pomiaru [1].

Niepewnos$¢ objecia (coverage uncertainty) jest bardziej ogdlng koncepcja od niepewnosci
rozszerzonej (expanded uncertainty), stosowanej w dotychczasowej wersji przewodnika GUM.
Z definicji lewa i prawa niepewnos¢ objecia, to odleglosci od dolnej i gérnej granicy przedzialu
objecia do wartosci odpowiadajacej estymacie menzurandu. Niepewno$¢ objecia odpowiada
niepewnosci rozszerzonej, gdy rozktad warto$ci menzurandu jest symetryczny [3].

4. PODSUMOWANIE

W ujeciu bayesowskim, estymowany parametr jest zmienng losowa i mozemy na przyktad
stwierdzi¢ ,,Warto$¢ menzurandu lezy w przedziale (a,b) z prawdopodobienstwem 0,95
wyznaczonym na podstawie dostepnej informacji”. W ujeciu klasycznym takie stwierdzenie nie ma
sensu, poniewaz estymowany parametr jest staly, chociaz nieznany i lezy w wyznaczonym przedziale
lub nie lezy. Pomimo tego przedziat ufnosci, zwigzany z klasyczng interpretacja prawdopodobienstwa,
jest czesto mylnie interpretowany w sposob wilasciwy przedziatowi bayesowskiemu. Jednak podejscie
czestosciowe jest uzyteczne, gdy wielokrotnie wykonujemy eksperyment i wielokrotnie konstruujemy
przedziat ufnosci. Otrzymujemy wtedy zbior przedziatow ufnosci, z ktorych 100 (1 — a) % zawiera
warto$¢ menzurandu. Poziom ufnoéci dotyczy przedzialdw a nie wartosci menzurandu.

Przewodnik [1] daje wskazdwki jak okresli¢ przedziat objecia, ktory zawiera warto$¢ menzurandu
z okreslonym prawdopodobienstwem, rozumianym jako miara przekonania. A wigc do oceny
niepewnosci zaleca podejscie bayesowskie. W [1] brak jest rozwinigcia tematu dotyczacego
wykorzystania dodatkowej wiedzy o menzurandzie i przedstawienia aparatu statystyki bayesowskie;j,
ktoérego mozna by uzy¢ w celu zawezenia przedziatu objgcia.
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