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PROPAGACJA NIEPEWNOSCI W POMIARACH TEMPERATURY

Laboratoria akredytowane, wzorcujac czujniki temperatury, wyznaczaja niepewnos¢ pomiaru tempe-
ratury w punktach statych lub w wybranych punktach pomiarowych. Klient potrzebuje jednak danych
dotyczacych niepewnosci w catym zakresie temperatur roboczych, znajdujacych si¢ rowniez pomig-
dzy punktami stalymi lub punktami pomiarowymi. Niepewnosci uzyskane w czasie wzorcowania nie
mogg by¢ jednak bezposrednio przeniesione na wyniki pomiaréw wykonywanych w temperaturach
pracy czujnikow.

Stowa kluczowe: propagacja, temperatura, niepewnos¢ pomiaru, wielomian

PROPAGATION OF UNCERTANITY IN TEMPERATURE MEASUREMENTS

Accredited laboratories, calibrating temperature sensors, determine the uncertainty of temperature
measurement at fixed points or at selected measuring points. The customer, however, needs data on
the uncertainty in the entire range of operating temperatures, also between fixed points or measuring
points. The uncertainties obtained during the calibration cannot, however, be directly transferred to
the results of measurements performed at the sensor operating temperatures.
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1. WSTEP

Wzorcowanie czujnikdw temperatury w laboratoriach akredytowanych wykonywane jest
w wybranych punktach pomiarowych w zakresie dziatania danego czujnika. Wyniki wzorcowania
pozwalaja na zastosowanie czujnikow do pomiarow w zakresie temperatury pomi¢dzy najnizsza
a najwyzsza temperaturg w ktorej wzorcowany byt czujnik. Jednak w trakcie pomiaré6w temperatury,
lezacej pomigdzy punktami pomiarowymi, nie mozna w sposob bezposredni propagowac niepewnosci
pomiaru oszacowanej w temperaturach wzorcowania czujnika. Wyznaczenie odpowiedniej
niepewnos$ci pomiaru mozliwe jest poprzez zastosowanie metod interpolacyjnych w oparciu o wyniki
wzorcowania.

Referat porusza zagadnienie propagacji niepewnosci w pomiarach temperatury opierajac si¢
o interpolacje wielomianowa Lagrange’a. Metody interpolacyjne sg obszernie opisane w dostepnej
literaturze zagranicznej, brakuje jednak polskich opracowan z ktérych mogty by korzysta¢ laboratoria
wzorcujace. Kolejne rozdziaty przedstawiajg metode przyblizenia funkcji niepewno$ci w temperaturze
innej niz temperatura wzorcowania, z przyktadami wyznaczenia niepewnosci pomiaru dla czujnikow
SPRT, Pt100 oraz termoelementow.

2. INTERPOLACJA LAGRANGE’A

Zgodnie z twierdzeniem Stone’a-Weierstrassa mozliwe jest przyblizenie dowolnej funkcji y=f{x)
ciggltej o wartosciach rzeczywistych wykorzystujac wielomiany odpowiednio wysokiego stopnia, jesli
ta funkcja znajduje si¢ w przedziale domknigtym. Metoda interpolacji Lagrange’a pozwala na proste
przyblizenie dowolnej funkcji [1]. Postugujac si¢ funkcjg kwadratows, jako przyktadem, wyznaczamy
rownanie bedace forma tej funkcji zaproponowana przez Lagrange’a:
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y=ax’ +bx+c Q)

Wielomian Lagrangea’a stopnia n przyjmuje w n+1 punktach zwanych weztami interpolacyjnymi
warto$ci identyczne z przyblizang funkcja, co w rezultacie daje nam ponizsza posta¢ wielomianu:

W)=y /() +1,/(X) + 13 /,() ©)

funkcje f1(x), f>(x) i f3(x) sa wyrazone w nastgpujacy sposob:

_ (r=xy)(r—x3)
fit)= (o, = x,)(x; —x3)

_ (x—x)(x—x;)
1= (%, =x)(x, — ;)
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gdzie x;, x, 1 x3 s3 weztami interpolacyjnymi przyblizanej funkcji. Funkcje f;(x) sa tego samego stopnia
jak przyblizana funkcja oraz spetniajg warunek:

0, i#j
Sfilx;)= (6)
l, i=j

Ogodlna posta¢ wielomianu Lagrange’a wyglada wiec nastgpujaco:

n n x —_— x X
v =211 ! %)
=l =02 XX

Spelniajac warunek (6) wszystkie wielomiany stopnia 2 lub nizszego moga by¢ przyblizone za
pomoca tych samych funkcji (3-5) Lagrange’a. Korzystajac z réwnania (7) mozna wyznaczy¢
roéwnanie propagacji niepewnosci pomiaru dla zmiennych zaleznych lub niezaleznych. W przypadku
zmiennych niezaleznych w réwnaniu uwzgledniamy niepewnosci pomiaru zaréwno dla zmiennej x;
jak ix, a w przypadku zmiennych zaleznych tylko niepewno$¢ pomiaru zmiennej y;[1].

3. PROPAGACJA NIEPEWNOSCI POMIARU TEMPERATURY W MST-90

Pomiary rezystancji czujnikow SPRT pozwalaja na okreslenie temperatury pomiaru poprzez
powigzanie rezystancji 1 temperatury zalezno$ciami opisanymi w Migdzynarodowej Skali
Temperatury z roku 1990 (MST-90). Zwigzek pomiedzy rezystancja w wybranym punkcie stalym
a rezystancjg w punkcie potrojnym wody wyrazony jest w formie rownania, ktorego wynik stanowi
rezystancja zredukowana W:
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R
Ww=—= ®)
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Rezystancja zredukowana jest powigzana z warto$ciami rezystancji zredukowanej odniesienia W,
poszczegdlnych punktow statych temperatury zawartych w MST-90 nastgpujagcym rownaniem:

W) =w—AW ) ©)
gdzie funkcja odchylenia AW(W) opisuje rdznice pomiedzy warto$cig rezystancji zredukowanej
uzyskang w wyniku pomiaréw a warto$cig odniesienia W,. Ponizszy przyklad wyznaczenia

propagowanej niepewnos$ci pomiaru opiera si¢ o funkcje odchylenia MST-90 dla zakresu 0,01 °C do
660,323 °C, Funkcja ta wyglada nastepujaco:

W—W.(W)=aW -1)+bW -1y’ +c(W-1)’ (10)

gdzie wspodtczynniki a, b i ¢ s3 wyznaczane w trakcie wzorcowania [2]. Funkcja MST-90 moze by¢
zapisana w ponizszy sposob:

VV; (W) = VV)’,ppwf;lpw(W) + I/Vr,Snf:S'rl (W) + Wr,anZn (W) + W’,AlfAl(W) (1 1)

gdzie:

fppw (W) — ( (W — WSn )(W — WZn )(W — WA/) (12)

prw - WSn Xprw - WZn prpw - WAI )
f (W) _ (W - prw XW - WZn )(W - WAI )
> (WSn - prw XWSn - WZn )(WSn - WAZ )
f (W) _ ( o prw XW - WSn )(W - WAI )
” (W(Zn - prw XXWZn - WSn )(WZn - WAI )
—W W =W, W =W,,)
fAl (W) B (WAZ - prw XWAI - WSn )(WAI - WZn)

(13)

(14)

(15)

Funkcje interpolacyjne (12-15) w punktach stalych po ktérych sg nazwane przyjmujg wartos¢ 1,
w kazdym innym punkcie stalym ich warto$¢ wynosi 0, co ilustruje rys. 1. Wyznaczajac funkcje
interpolacyjne i korzystajac z ogblnej postaci wielomianu Lagrange’a mozliwe jest zapisanie funkcji
MST-90 (10) jako:

W.Wy=>"W,.f,(W) (16)

Interpolowana funkcja (16) przechodzi przez n punktéw, ktérych polozenie zalezy od W, i W,
oznacza to ze wielomian Lagrange’a jest zalezny od 2n+1 zmiennych:

ow,

JdWi + W (17)
ow

aw, = W, f,(W)~ Z;’IL(W)[‘ZW’

W =Wi

gdzie i odnosi si¢ do kolejnych punktow statych.
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Rys. 1. Interpolating functions for the water-aluminium subrange

Roéwnanie (17) jest ogolng formg wyrazenia propagacji niepewnosci. Uproszczenie rownania (17)
jest mozliwe poprzez podstawienie pod zmienne wartosci wynikajacych z funkcji MST-90. Wszystkie
W.; wyznaczone w trakcie wzorcowania sg stale, co oznacza ze zmienna dW,,; jest rowna 0.
Rezystancja zredukowana w punkcie potrojnym wody zgodnie z rownaniem (6) jest rdwna 1, przez co
zmienna dW,,,, wynosi 0. Warto$¢ iloczynu zmiennych dW,/dW w przyblizeniu jest rowna 1 i moze
by¢ pominig¢ta w rownaniu (17). Réwnanie (18) przedstawia uproszczong form¢ wyrazenia propagacji
niepewnos$ci pomiaru temperatury:

AW, ~dw =" f,0V)dw, (18)

réwnanie propagacji niepewnosci wyglada wigc nastepujaco:

wWWy =t WY+, SV W,) (19)

Wyznaczone réwnanie (19) odpowiada réwnaniu propagacji niepewnosci dla zmiennych
niezaleznych, poniewaz pomiary W; jak i W sg obarczone niepewnos$cia pomiaru. Wielkos¢ u(W) to
niepewno$¢ pomiaru temperatury wykonanego w temperaturze innej niz temperatura punktu statego.
Oszacowanie u(W) wymaga uwzglgdnienia niepewno$ci zwigzanej ze zmianami zachodzacymi
w czujniku SPRT, realizacjg mierzonej temperatury, punktu potréjnego wody, oraz niepewnoscia
wynikajacg z niedoktadnosci mostka i wzorcowania opornika wzorcowego [3].

Wykres Rys. 2. obrazuje warto$ci propagowanej niepewnosci pomiaru temperatury uzyskane
z réwnania (19), funkcja propagowanej niepewnosci pomiaru przechodzi przez wartosci uzyskane
w trakcie wzorcowania. Wykorzystujac réwnanie (20) wyznacza si¢ catkowita niepewnos¢ pomiaru
W mierzonej temperaturze:

dT
utf)tal (T) = [_

2
j [uz(Wr)+u2(AWSR,)+u2(AWNU)] (20)
aw
gdzie u(AWsgy) 1 u(AWyy) to niepewnos¢ wynikajaca z btedu skali typu I i III. Réznica pomiedzy
rownaniami interpolacyjnymi dwoch réznych zakreséw temperatury przy uzyciu tego samego czujnika
SPRT stanowi btad skali typu I. Btad skali typu III wynika z roznicy interpolowanej wartosci W, w
tym samym zakresie przy uzyciu réznych czujnikow [4].
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Rys. 2. Propagation of uncertainty for the water-aluminium subrange

4. INTERPOLACJA WIELOMIANOWA NIEPEWNOSCI POMIARU INNYCH
CZUJNIKOW TEMPERATURY

Przedstawiona metoda moze by¢ wykorzystywana do propagacji niepewno$ci pomiaru takze przy
uzyciu czujnikow Pt100 i termoelementow. Wykres. Rys. 3. przedstawia funkcje wielomianowa
propagacji niepewnosci dla czujnika Pt100 w oparciu o niepewno$¢ pomiaru rezystancji. Funkcja
wielomianowa pozwolila na wyznaczenie propagowanej niepewnosci pomiaru z duzg doktadnoscia.
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Rys. 3. Propagation of uncertainty for Pt100 in temperature range -50 to 440 °C
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Na rysunku Rys. 4. obserwujemy propagacj¢ niepewnosci dla wzorcowanego termoelementu typu
R, gdzie funkcja propagowanej niepewnos$ci pomiaru przechodzi przez punkty stale cynku,
aluminium, srebra i miedzi. Przebieg funkcji propagacji niepewnosci jest zalezny od ilosci weztow
interpolacyjnych przez ktore przechodzi przyblizana funkcja.
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Rys. 4. Propagation of uncertainty for R type thermocouple in the Zn-Cu subrange

5. PODSUMOWANIE

Problem wykorzystania niepewnos$ci pomiaru uzyskanej w trakcie wzorcowania czujnikow
w temperaturach innych niz temperatury wzorcowania dotyczy glownie klientdéw laboratoriow
akredytowanych. Interpolacja wiclomianowa przedstawiona w tym referacie jest prosta do
wykorzystania metoda wyznaczania propagowanej niepewnosci pomiaru, przy zastosowaniu tego
samego mostka, opornika oraz komodrki punktu potrdjnego wody do wszystkich pomiarow.
Zastosowanie metody interpolacji Lagrange’a do propagacji niepewnosci pomiaru pozwala na
obliczenie wartosci zblizonych do tych wuzyskanych w trakcie wzorcowania, i moze by¢
z powodzeniem stosowana do propagowania niepewno$ci pomiaru czujnikéw SPRT, Pt100 oraz
termoelementow, rowniez w laboratoriach komercyjnych.
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